1.Te shkruhen formulat adicionale dhe formulat qe shprehin Shumen e
funksioneve trigonometrike ne prodhim

1.
sin(a + f)=sina cos f +cosa sin (2)
cos(@ + f8) =cosacos ff —sina sin (3)
{g(a + [}): M (4)
l—r1ga tgf
C(g(a-f-[)’): M (5)
cliga + cigff

Duke zévendésuar @+ f=x dhe a— =y dhe duke zgjidhur kété sistem té
ckuacioneve sipas @ dhe f. nga formulat adicionale sin(a+ ) dhe
sin(e — ) marrim:
xty xFy
— COS——
>

..

sin x = sin y = 2sin

dhe

X+y x-y
cos

COS X +Cos V= 2cos

2.Nxirrni formulen per shumezimin dhe fugizimin e numrave kompleks ne
formen trigonometrike
2.
Le t& jené dhéné dy numra kompleksé né formén trigonometrike
z, =r(cosp, +ising,) dhe =z, =r,(cosp, +ising,).
2,2, =(rr(cose, cosp, —sin ¢, sin @, ). r,r (cose, sin @, +sin ¢, cosg, ))

=nn(codp, + @) sin(p +¢, ))=rr(coslp, + @, )+isin(g +¢,)) (1)

2122002, = hpy o (codgy + @y 4040, +isin(p + s 4404 9,))  (2)
Nése né€ barazimin (2) konsiderojmé =z =z, =---=z , q& dm.th
r,=r,=--=r, dhe @ =@, =---=¢,, atéheré marrim formulén pér fuqizimin

e numrit kompleks né formén trigonometrike:

z" =[r(cosq)+isin(p)]" =r"(cosnp+isinngp) 3)

3.Tregoni se kur tre vektore jane linearisht te varur dhe vertetoni kete pohim.

3.



Ngjashém, tre vektoré a,, a, dhe a; jané linearisht té varur, at¢heré dhe vetém
atéheré kur ata jané komplanaré.

Le ta vértetojmé pohimin e fundit: Nése dy nga tre vektorét ;, ; lT dhe a—1 jang
kolinearé, ateheré vektorét a,, a, dhe @, jané komplanaré dhe linearisht t&

varur. Prandaj, konsiderojmé treshen e vektoréve a;, a, dhe @, ¢do dy prej té
ciléve jané jo kolinearé.

Nése vektorét g, a, dhe @, jan¢ linearisht (& varur, atéheré ekziston
kombinimi linear zero

a,a, +a,a, +aa; =0, (1)

pér & pakién njérin nga koeficientet ¢ kombinimit linear @, @, dhe o, &
ndryshém nga zero. Le & supozojmé pér shembull se a, =0 Né kété rast

4.Perkufizoni prodhimin vektorial te dy vektoreve dhe shkruani vetite e
prodhimit vektorial

4,
Prodhimi vektorial i vektoréve a dhe I;(Zz 20, b= 0), quhet vektori, 1 cili
shénohet me ¢ = axh, dhe plotéson kushtet:

a). Intensiteti |Z| =

axbl &shté 1 barabarté me syprinén e paralelogramit &

ndértuar mbi vektorét ¢ dhe b
b). Treshja e vektoréve (a, b,c) &shté treshe e djathté,

¢). Vektori ¢ &shté normal né rrafshin e pércaktuar nga dy vektorét ¢ dhe b,

Né vazhdim do t& vértetojmé disa veti t& réndésishme t& prodhimit vektorial.

Edhe disa veti t& prodhimit vektorial t& vektoréve po 1 marrim pa vértetim.

2. axb=-bxa,
.|axb|$|a|-|bl;

; |5x5|=|21|-|5|:>[1l5;

vetia antikomutative;

s

F<S

wn

3 a(;x5)=(a;)x5=&x(a5), a &éshté skalar,

6. ax (b + c) =axb+axc, vetia distributive e prodhimit vektorial
ndaj shumés sé vektoréve;

5.Shkruani ekuacionin e rrafshit ne formen vektoriale, ekuacionin e rrafshit qe

kalon neper nje pike dhe ekuacionin e rrafshit ne formen segmente
5.



(F=7)-n=0 (1)
Relacioni (1) paraget ekuacionin vektorial (& rrafshit né hapésiré. M
A(x—x)+B-(y—yy)+C-(z—2)=0. (2)

Ekuacioni (2) quhet ekuacioni normal i rrafshit.

Y. =z
—+=+==1. (3)
a b c

Relacioni (3) shpreh ekuacionin e rrafshit né formé segmente.

6.Si njesohet kendi ndermjet dy rrafsheve?
6.
Kénd ndérmjet rrafsheve &, dhe &, quhet kéndi ndérmjet vektoréve normal

tétyre m,=(4,.B,C,) dhe n =(A.B,.C,). Pra

cos<(a,,al)=cos{(17,,172)=-:'-li—-= = A4, + BB, + G, _
: | | :| AT +B2+ G A2+ B2+ Gy

7.Shkruani dhe vertetoni formulen per rrenjezimin e numrit kompleks ne
formen trigonometrike

7.

] s =4

z=r(cosp,sing) dhe w= p(cosf.sind).
N¢ bazé (€ formulave t&¢ Muavrit kemi
p" (cosn@.sinnf)=r(cosp.sing).
Prandaj
p" =r dhe n@=¢+2kr (kez)=
2
= p="4r dhe g P ETR (0<k<n-1).
n
Rrjedhimisht

[ +2k; { +2k
Wi :.Ld;cos(p kT."\'/;’KSin(p A”)J(Uskﬁn—l).
n < /

n

OsC

+ 2k . @ 2k; )
wk=§'/r-(cos(p k7+ism(p+ AT](OS/(SII—I). (5)
n n

8.Perkufizoni shumezimin e matricave dhe shkruani vetite e shumezimit.Per
cfare lloje matricash mund te behet fuqizimi | matricave?



8.

Pérkufizimi 3.4 Le & jené dhéng matricat A=(a, ) dhe B=(b, )P_n . Prodhim

1 matricave A dhe B. quhet matrica C = (c‘ " ) clementet ¢ sé cilés plotésoné

- mxn

barazimin:
¢; =anhy, +ayb,, +..+a,b, =ia¢b,y (i=L2...mA j=12..,n)
Simbolikisht ¢ shénojmé A4- B. B
Nga pérkufizimi 1 mésipérm shihet qarté se prodhimi 1 dy matricave mund &
pérkufizohet vetém né rastin kur numri 1 shtyllave té matricés sé paré éshté 1
barabarté me numrin e rreshtave (1€ matricés sé dyté.
9 A-E=FE-A=A4,
10. .4-(B-C}=(.4-B}~C,,
Il A4B+C)y=A-B+4-C,
12, a(A4-B)=(ax 4)-B.

9.Shkruani formulat per kosinuset drejtimit te nje vektori ne hapesire dhe
tregoni se si merrren ato formula

Le & jené a,f dhe y kendet té cilét vektori a i formon pérkatésisht me
boshtet 0,.0, .0, : &(5,0'\. ) =a, £ (;1, 0, ) = A, &(:1,02 ) =y. Eshté e qarte
se, né bazé t& pérkufizimit t& funksioneve trigonometrike, a =|;z|cosa,

a, =|c;|cos B, a; =|¢;Icos 7, qé& do té thoté se numrat a,, a, dhe a; jané vlerat

algjebrike t& projeksionit 1& vektorit @ né& boshtet koordinative, ndérsa vektorét
a,;, alj dhe a,l? jané respektivisht projeksionet ¢ vektorit a né boshtet

al = \/al‘ +a,” +a;, , atéheré
a

a3
,COS fl= et cosy=

2 2 25 2 2 s
,fa, +a, +ay a- +a, +a
Funksionet cosa, cos f dhe cosy jané kosinuset e drejtimit (& vektorit @ me
boshtet koordinative. Eshté evidente se

koordinative. Meqé
a,

Cosa =

10.Tregoni se si nxjerret ekuacioni | rrafshit nga forma e pergjithshme ne
formen segmente

10.



Le té jeté dhéné rrafshi @ me ekuacionin e tij né formén e pérgjithshme
Ax+By+Cz+D=0(A#0,B#0,C#0,D#0). (1)
Ekuacioni 1 mésipérm mund té shkruhet né formén
Ax+By+Cz=-D

Duke pjesétuar barazimin e fundit ané pér ané me —D marrim:

X y 2 .
c— — — ’)
DB ©
A B C
Duke shénuar -2 = a,—% =b,-—§ = ¢, ekuacioni (2) merr formén
Xz Y oZ
—t=+==1. 3)
a a b ¢ (

Relacioni (3) shpreh ekuacionin e rrafshit né formé segmente.
11.Si njesohet distanca e pikes nga rrafshi?

11.

g% |.4.r(, + By, +Czy + D|
NA+B +C

12.Perkufizoni prodhimin scalar te vektoreve dhe tregoni se si shprehet ne
koordinata.Shkruani disa zbatime te tij.

12.
Prodhim skalar té dy vektoréve a dhe b quajmé skalarin |5|-|i)|cosq7 dhe e
shénojmé a-b. Pra,
a-b =|¢;I~|i)|cos;0 (1)
ku ¢(0< @< r) éshté kéndi ndérmjet vektoréve ;1 dhe 1;
Le té jené dhéné vektorét 5=.r|;+ y,]‘-i-:,E dhe 1-)=.r21~'+_\'2]'+:j. Duke

zbatuar pérkufizimin e prodhimit skalar té vektoréve dhe tabelén e shumé&zimit

skalar té vektoréve té bazés i,j dhe k kemi
a-b=x%,+ YV, +252,

Nga shprehja e prodhimit skalar té vektoréve marrim

a-b XX + M)+ 5,2
Ia||b| J’YI: +y+z] '\/x:: +n +z)

cos«(a,) =



9. ZBATIME TE PRODHIMIT SKALAR
1. Nése a # 0 dhe b# 0, ateheré nga pérkufizimi 1 prodhimit skalar rrjedh

a-b S
COSQP ===, ku o=« a,b):
ET R

2. Kushti qé dy vektoré a dhe b té jené normalé
Eshté a L b, ateheré dhe vetém atéheré, nése a-b =0, pér az0, b#0.
3. Njehsimi i intensitetit té vektorit

Nése a = b, atéheré sipas pérkufizimit té€ prodhimit skalar té vektoréve kemi

2

a-a= I;J| -I&I-cosO’ = It—zl‘lle = Ifxlz . Shkurt shkruajmé a-a=a .
Nga barazimi 1 fundit marrim |5| =m.
4. Projeksioni i vektorit né bosht

Lé té jeté d njé bosht i orientuar dhe e njé vektor njési. Atéheré

proj‘;(; =|5'cos(;,;) =|5|-Hcos(5,é) =a Z' |E| =1.

13.Shkruani ekucaionin e rrafshit ge kalon neper dy pika dhe eshte parallel me
nje vector dhe tregoni se si merret ai.

13.

Zgjidhja: Le & jené B(x,,y,.z,) dhe P(x,.y,,z,) dy pika té dhéna dhe
vektori i dhéné a =(a,.a,.a; ). Eshté e qarté se vektorét AP, RP, dhe a jané

komplanaré, rrjedhimisht prodhimi 1 pérzier 1 vektoréve 1—’17’1—’?_. dhe a éshté
zero. Pra,
X=X Y—R) =-3

(ET’X[TI%)JI:O 0se [X,—X; Wm—¥ H—z|=0.m

=1
a| ay ay

p 3

14.Perkufizoni matricen dhe veprimet me matrica

a, q, a,
a7| a5, avl

(2)
aml aml amn

Tabela drejtkéndéshe e pérbéré nga m rreshta dhe n, g€ duket sikur né tabelén (2),
quhet matricé. Tabela (2) quhet matricé e sistemit (1).

Numrat realé a, (i=L2,...m; j=12....n)quhen elemente té matricés.
Né gofté se matrica ka numér (& barabarté rreshtash dhe shtyllash, ajo quhet
matricé katrore. Pra, nése m=n matrica shkurt shkruhet 4= ( a, ) ;



Pérkufizimi 3.2 Le ¢ jené dhéné matricat ¢ & njéjtit lip.4=(a“) ~ dhe

B=(b,}) . Shumé té matricave 4 dhe B quajmé matricén C, & tipit mxn,

me clemente q¢ plotésoné kushtin ¢, =a, +bg. Simbolikisht ¢ shénojmé
C=A4+B.

Pérkufizimi 3.3 Le 1€ jeté¢ A=(a,) matricé dhe @ njé skalar. Prodhim t&

matricés 4 me skalarin @ quajmé matricén « - 4 =(a -a,,) "
- mxn

Pérkufizimi 3.4 Le & jené dhéné matricat A=(a, ) dhe B= (b, )M . Prodhim

1 matricave A dhe B, quhet matrica C= (c‘ ; ) clementet ¢ sé cilés plotésojné
s mxn

15.Formuloni dhe vertetoni teoremen per matricen inverse.
15.

Teorema 8.1 Matrica 4 ka matnicé inverse, atéheré dhe vetém atéheré kur A
&shté matricé regulare.

Vértetimi. Supozojmé s¢ A ka matricé inverse 4 '. Atéheré

A-A' =E=detA-det A" =1=>det A#0,
q¢ d.m.th. se A éshté matricé regulare.
Anasjelltas. Supozojmé se det 4 # 0. Tregojmé sc matrica
< 1
A=
det 4
&shté matricé inverse ¢ matricés A. Vértet

adjA

A- A= -4-(dcl( - -mﬁAJ=d:7-(.4.adj.4)= E.

Ngjashém vértetohet se A" -A=FE. Pra,

A=

adjA.
det A *

16.Cka eshte nje matrice antisimetrike?Jep nje shembull
16.

Matrica A4 =(aq )" pér té cilén vlen A=-A" quhet antisimetrike.
2 3
0 4| éshté antisimetrike.m
-1 4 0

17.Cka paraqet gjeometrikisht prodhimi | perzier | tre vektoreve?
17.



14. PRODHIMI I PERZIER | VEKTOREVE

Prodhimi i pérzier 1 tre vektoréve a,b dhe ¢ quhet prodhimi skalar i vektorit

axbh me vektorin c. Simbolikisht e shénojmé (t-zxi))(} D.m.th. prodhimi i

................

2\

Fig. 31

18.Perkufizoni prodhimin vectorial te dy vektoreve dhe treogni se si shprehet ai
kur vektoret jane dhene me koordinata

18.

Prodhi;ni vektorial i vektoréve 1;1 dhe 1—7((—) =0, b# 0), quhet vektori, 1 cili
shénohet me ¢ = axb, dhe plotéson kushtet:

a). Intensiteti IZ‘|=|5X!—)| éshté 1 barabarté me syprinén e paralelogramit té
ndértuar mbi vektorét @ dhe I;;

b). Treshja e vektoréve (&55) éshté treshe e djathté;

¢). Vektori ¢ &shté normal né rrafshin e pércaktuar nga dy vektorét ¢ dhe b,

Né vazhdim do té vértetojmé disa veti t& réndésishme té prodhimit vektorial.

13. SHPREHJA E PRODHIMIT
VEKTORIAL NE KOORDINATA
Le té jené dhéné vektorét 5=x,f+y,j’+:,§ dhe b=x,i+y,j+=k Duke
zbatuar tabelén e mésipérme té shumézimit té vektoréve té bazés {i, .k}
marrim:
axb =(nz -5 )F*’(-"::: = )i (X, -3 )k =

i j k
y, = X ol s
71 1 | 1 . I J1
= i- J+ k=, » 3z
Y 5 X2 o X2 W
) Yo =

19.Vetite e determinantave
19.



Kétu do té japim vetité themelore té pércaktoréve, pa béré vértetimin ¢ tyre.

1 |4)=]4|:

2. Né qgofié sc ¢do clement 1 njé rreshti (shtylle) té pércaktorit éshté zero, atéheré
vlera e pércaktorit éshté zero.

3. Faktori 1 pérbashkét 1 clementeve té njé rreshti (shtylle) té pércaktorit mund
nxirret para pércaktorit.

4. Né gofté se ndérrojné vendet cilétdo dy rreshta (shtylla) té njé pércaktori,
atéheré pércaktori ndérron shenjén.

5. Vlera ¢ pércaktorit me dy rreshta (shtylla) identike Eshté ¢ barabarté me zero.
6. Né qofté se njé pércaktor ka cilétdo dy rreshta (shtylla) proporcionale, viera ¢
t1j éshté e barabarté me zero.

7. Né qofté¢ sc clementet ¢ cilitdo rresht (shtyllé) paragiten si shumé ¢ dy
clementeve, pércaktori mund té shkruhet si shumé e dy pércaktoréve.

8. N¢ gofié sc clementeve & njé rreshti (shtylle) 1u shtojmé elementet ¢ njé rreshti
(shtylle) tjetér, 1& shumézuar me njé skalar, vlera ¢ pércaktorit nuk ndryshon.

20.Vetite e Prodhimit te perzier te vektoreve

20.

142 VETITE E PRODHIMIT TE PERZIER TE VEKTOREVE

(vabzer) (axb)-e=(bx)-a=(exa) B

2 (5B} a{bna) o ==(Bb) a=-(oxB) B
3. (a;:xl;)-z'=(5xa5)-z=(5x5)-a5. a &shté skalar.
4. [(a‘,+£§)x1}]-2=(¢T,x5).2+(£§x13).2 vetia distributive.

21.Transformimet elementare te sisteme te ekuacioneve lineare
21.

2. TRANSFORMIMET ELEMENTARE TE SISTEMEVE TE
EKUACIONEVE LINEARE

Pérkufizimi 2.1 Le & jeté (§) njé sistem 1 ckuacioneve lineare prej m
ckuacionesh me 7 té panjohura. Transformime elementare té€ sistemit (S) quhen
veprimet:
1. Ndérrimi 1 vendeve t€ ckuacioneve té njé sistemi,
2. Shumé&zimi 1 njé ckuacioni & sistemit me njé numér real t& ndryshém
nga zero,
3. Shtimi njé ckuacioni, njé ckuacioni tjetér t& shumézuar me njé skalar.

22.varesia dhe pavaresia e vektoreve



22.

Lé té jené dhéné vektorét \—, \—3 \—, nga bashkésia e vektoréve I, dhe skalarét
a,,a,,...,a, nga bashkésia R. Shprehja e trajtés

avi+a v +...+ @, v,
quhet kombinim linear i1 vektoréve w,v,,...,v,. Skalarét @,,a,,....a, quhen
koeficientet ¢ kombinimit linear.

Pér vektorin v , i cili mund té shkruhet né formén

v=aw ?a:;': +"'+a’;l

thuhet se éshté kombinim linear i vektoréve v,v,,...v,.

Nése v =0, atéheré shprehja
al;‘l +a:\—': +-~+a,7', =0.

quhet kombinim linear zero.

Vektorét \—, \—: 1-, quhen linearisht té pavarur, nése kombinimi linear zero
all—'l +a:;': +....+ a,l—', =0

vlen vetém nése a, = @, =...= a, = 0.Né té kundértén vektorét quhen linearisht
té varur.

23.Si njesohet kendi ndermjet drejtezes dhe rrafshit?
23,

Am+Bn+Cp
JA“ +B* +C? ‘Jm: +n'+p

sina = (1)

Formula (1) mundéson llogaritjen e kéndit ndérmjet drejtézés / dhe rrafshit a.

24.Prodhimi | perzier | vektoreve
24,

14. PRODHIMI I PERZIER I VEKTOREVE

Prodhimi i pérzier i tre vektoréve a, b dhe ¢ quhet prodhimi skalar i vektorit

axbh me vektorin c. Simbolikisht e shénojme {axﬁ}-& D.m.th. prodhimi i

pirzier 1 vekloréve a b dhe ¢ éshie prodhimi skalar 1 vekiorit axbh me
vektorin ¢. Rrjedhimisht, né bazé t¢ pérkufizimit del se prodhimi i pérzier i tre

vektoréve dshié skalar.

24.Formulat e kramerit



X=X = =X, = (2)

Formulat (2) njihen me emrin Formulat e Kramerit ose Rregullat e Kramerit
pér zgjidhjen e sistemeve t€ ekuacioneve lineare t& tipit katror.



